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Resume 

Ce memoire presente une technique permettant de trouver l'aire sous la cotn·be d 'une 
fonction clans un espace hyperbolique a courbure constante. Cette technique devait rernplacer 
!'integration de la fonction, qui permet de trouver de telles valeurs dans l'espace euclidien. Dans 
ce travail, nous presentons l'espace hyperbolique lui-merne avec les caracteristiques importantes 
pour la resolution de notre question de recherche, ainsi que le systeme de coorclonnees utilise pour 
decrire les fonctions. Nous faisons aussi la presentation des modeles de geometrie hyperbolique 
imagines par Klein et Poincare, que nous utiliserons pour transposer nos fonctions du plan 
hyperbolique a euclidien, afin de pouvoir utiliser les outils de la geometrie analytique plus 
nombreux de cette derniere geometrie. Nous avons pu deduire des equations pour transposer 
une fonction quelconque vers les modeles de Klein, puis de Poincare. Grace a ces equations, 
nous pouvions travailler avec des courbes dans l'espace euclidien. Comme le modele de Poincare 
est conforme, et comme nous avons besoin des angles pour determiner les aires en geometrie 
hyperbolique , nous avons trouve la solution a notre probleme en considerant notre courbe comme 
une ligne brisee aya.nt un nombre de sommets tendant vers l'infini . Nous avons ainsi etabli que 
!'equation de l'aire algebrique sous une courbe vaut : 

n-1 
~ b-a b-a b-a b-a 

lim (L..)- arctan(p(a + i-- , a+ (i + 1)--)) + arctan(p(a + i --, a+ (i- 1)--))) 
n-7oo n n n n 

i=l 

. ( ( b - a ) ) . ( 1 - ( kx (a)) 
2 + J 1 - ( kx (a) )2 - ( ky (a) )2 ) 

-7r- arctan p a, a+ -- +arctan k ( )k ( ) 
n x a y a 

. (1- (kx(b))
2 + )1- (kx(b))2- (ky(b)) 2

) • ( (b b b- a))) 
-arctan kx(b)ky(b) +arctan p , - -n-

Nous devons cependant ajuster ce resultat en ajoutant ou soustrayant des multiples de ~' selon 
!'angle que forme les deux sommets aux extremites de la fonction avec les droites verticales et 
!'angle que forme ces memes droites avec l'axe des abscisses. 
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1 Introduction 

L'integration d'une fonction pennet de trouver 
l'aire algebrique sous cette fonction , lorsque celle-ci 
est representee dans le plan cartesien euclidien. 1 Elle 
pennet ainsi de calculer des aires et des volumes de 
fac;on precise, rneme si l'olJjet en question n'est pas 
regulier. Ceci est possible evidemment si l'on est ca­
pable de traduire les contours de l'objet en une fonc­
tion mathematique. Cette technique devient plutot pra­
tique lorsque l'on veut connaitre l'aire ou le volume 
d'objets de tres grande dimension ou d'objets pure­
ment mathematiques, car nons ne pouvons utiliser d'ins­
trument conventionnel pour les mesurer. Cepenclant, 
!'integration d'une fonction dans un plan hyperbolique, 
soit un plan a courbure negative, ne donne pas le meme 
resultat. Nous ne pouvons pas utiliser les memes tech­
niques d 'integration pour determiner l'aire d'objets 
clans un espace hyperbolique. 

\ 
' \ 

'\ 

FIGURE 1 - On peut calculer des aires 
a l'a!rc-i de !'integration. 

Ce memoire a done pour but de trouver une formule algebrique pour determiner l'aire 
sous un interva.lle donne d 'une courbe dans un plan hyperbolique a courbure consta.nte. Grace a 
cet.te methode , le calcul d'aires et. de volumes sera tout aussi facile clans un espace hyperbolique 
que dans un espace euclidien. 

Nons commencerons la. presentation de notre methode par un court rappel des ca­
racteristiques de l'espace hyperbolique importantes clans la suite de ce memoire, que nons 
supposons connues du lecteur. Puis, nous montrerons les modeles de geometrie hyperbolique 
sur lesquels nous nons baserons, soit les disques de Klein et de Poiucare. Nons def-inirons ensuite 
nos fonctions, et nous resoudrons notre probleme grace a la. geometrie analytique euclidienne. 

2 Notions de base et definitions 

Cette section se veut simplement un rappel des caracteristiques importantes de la. geometrie 
hyperbolique que nous utiliserons dans notre demarche. 

2.1 Geometrie hyperbolique 

Un espace hyperbolique est un espace non-euclidien, soit un espace ne respectant pas le 
5e postulat cl'Euclide : 

1. On designe par« aire algebrique sous une fonction » l'aire delimitee par Ia fonction , !'axe des abscisses 
et les deux droites verticales perpendiculaires a !'axe des abscisses et reliant celui-ci aux deux extremites de 
l'intervalle a etudier. Si Ia fonction tombe sous !'axe des abscisses, une aire negative est attribuee a cette partie 
de Ia fonction. 
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Si deux droites sont coupees par une droite transversale de sorte que pour les deux angles 

interieurs sur uu cote de cette droite transversale, l'un de ces angles est inferieur au supplement de 

!'autre angle, alors les deux droites se rencontrent de ce cote de Ia droite transversale. 2 

Cela revient a dire qu'en geometrie euclidienne, par un point exterieur a une droite ini­
tiale, il existe exactement une droite passant par ce point et parallele ala droite initiale. Notons 
que deux droites coplanaires sont paralleles si et seulement si elles n'ont aucune intersection. 
En geometrie hyperbolique , dans la situation enoncee par Euclide, les deux droites pourraient 
ne j arnais se croiser rnerne si la somrne des angles cJ 'un cott~ de la droi te St~Cante est de rnoins 
de deux angles droits. Autrement dit, par un point exterieur a une droite initiale, il passe plus 
d 'une droite parallE~le a. la droite initiale. Ces parallE~les ne sont pas equidistantes de la droite 
initiale, contrairement ala geometrie euclidienne, et il n'existe qu'une droite dans l'espace qui 
est perpendiculaire aux deux parall<~les simultanement. Dans le cas otl il ne passerait aucune 
parallele a une droite par un point exterieur a cette droite, nous qualifierions cette geometrie 
d'elliptique. Celle-d presente des proprietes similaires a. la geornetrie hyperbolique, mais nous 
ne traiterons pas de cette geometrie dans ce travail. 

Le plan hyperbolique peut alors apparaftre comme 
un plan plus dense que le plan euclidien. Si l'on essayait 
d 'ecraser un plan hyperbolique souple sur un plan euclidien, 
le plan hyperbolique se replierait sur lui-meme. C'est pour 
cette raison que deux droites peuvent sembler se rapprocher 
pendant un certain temps sans pour autant se croiser. Cette 

~·~a'------------_JG. particularite en implique une seconde, tres importante dans 
0 

· le developpement de notre methode : la somme des angles 

FIGURE 2 - En geometric hyper­
bolique, a + /3 + 1 < 1r radians. 

d 'un triangle sera toujours inferieure a 1r radians. En effet, si 
la Somme des angles etait egale a 7f radians, nOUS pOUlTiOnS 
alors demontrer le postulat des paralleles d'Euclide. Il en va 
de meme pour les polygones. 

Puisqu'ils peuvent etre decomposes en un nombre fini 
de triangles, la somme des angles de n 'importe quel poly­
gone est inferieure a 1r x (n- 2), otl n represente le nombre 
de cotes du polygone, c'est-a-dire a 7r fois le nombre de tri­
angles qu'il contient. 

La derniere caracteristique que nous voulons aborder 
decoule de la limite de la somme des angles. En geometrie 
hyperbolique, il n'existe aucun quadrilatere ayant 4 angles 
droits, c'est-a-dire aucun rectangle. En effet, la somme des 
angles d'un rectangle etant 21r, ceci contredirait ce que nous 
venons tout juste de dire. Nous introduisons done une autre 
figure qui remplacera en quelque sorte le rectangle : le qua­
drilatere de Lambert. Celui-ci est un quadrilatere ayant 3 

FIGURE 3 - Peu importe le poly­
gone, il sera toujours possible de 
le decomposer en triangles. 

angles droits et le 4e angle aigu. Les deux cotes bornes de deux angles droits sont plus petits 

2. Traduit de Greenberg, Marvin Jay. Euclidean and Non-euclidean Geometries, p.l73 
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que leur cote opposeS'1. Nous verrons plus tard la relation entre ces cotes. 

2.2 Representations du plan hyperbolique 

Alors que nous pouvons fournir un exemple de surface a geometrie elliptique clont le 
rayon de courbure est constant dans l'espace tridimensionnel euclidien, soit la sphere, ce n 'est 
pas le cas pour une surface a geometrie hyperbolique . Des modeles ont done ete developpes pour 
representer un plan hyperbolique dans un plan eucliclien. 3 

Nous verrons deux modeles. Le premier, celui de Klein, se distingue notamment par 
quatre caracteristiques. 

1. Le plan hyperbolique est represente en entier dans un disque dont on a exclu la frontiere. 

2. Les droites du plan hyperbolique restent des droites dans ce modele. 

3. Les angles de ce modele ne sont pas conformes aux angles du plan hyperbolique. 

4. Si une clroite est representee clans le modele comme un diametre du disque, alors les droites 
perpendiculaires a cette droite dans le plan hyperbolique le sont aussi dans ce modele. 

FIGURE 4- On peut voir dans ce modele plusieurs lignes secantes entre elles, mais paralleles a 
Lllle meme ligne. 

3. Nous parlerons de droite hyperbolique, ou reelle, pour designer Ia droite elle-meme, dans le plan 
hyperbolique. Lorsque nous ferons allusion a une clroite euclidienne, nous designerons par Ia Ia representation 
de Ia clroite hyperbolique dans l'un ou !'autre de nos mocleles . Nous utiliserons Ia meme distinction pour les 
distances . 

6 



Le second, de Poincare, a les caracteristiques suivantes. 

1. Le plan hyperbolique est represente dans le meme uisque rnoins le cercle frontiere. 

2. Les uroites sont representees cornrne des uiarnetres uu uisque ou ues arcs de cercles ortho­
gonaux au cercle frontiere, c'est-a-dire qui coupent celui-ci a angle droit. 

3. Les angles sont conformes. Ils sont les memes dans le plan hyperbolique que dans le modele. 

FIGURE 5- Les memes !ignes que le modele precedent sont representees, ici dans le modele de 
Poincare. 

Ces deux modeles sont intimement relies. L'intersec­
tion des droites hyperboliques sur le cercle frontiere est la 
meme dans les deux modeles. On appelle ces intersections 
« points a l'infini ». Done, si l'on connetit une droite du 
modele de Klein, il suffit de trouver les points a l'infini de 
cette droite qui se trouvent sur le cercle frontiere, et de tra­
cer l'mc de cercle orthogonetl a ce cercle et petssetnt par les 
memes points pour trouver la droite equivalente du modele 
de Poincare. Evidemment, la procedure inverse fonctionne 
etussi. Ainsi, un dietrnetre clu disque repn~sent<·~ let merne 
droite dans les deux mocleles. Done, chaque point, lorsque 
l'on passe cl 'un modele al'autre, reste sur le meme cliarnetre 
qu'al'origine. 

Poin1ar.nfiru 

FIGURE 6 - L'espace hyperbo­
lique selon les mocleles de Klein 
et Poincare. 

Aucun des deux mocleles ne conserve les longueurs, puisque les deux modeles repn§sentent 
des plans infinis sur une surface finie . On cloit clone definir la function qui perrnettra de retrouver 
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Ia distance entre )e§ deux points A et B. Celle-ci utilisera Ia notion de rapport anharmonique, 
ou birapport. On defini t le rapport anharmonique ( AB I CD) comme le rapport ~g ...;- ~~, ou 

encore ~ ·. s:!:. On note AB Ia distance euclidienne sur une droite ou un arc de cercle entre les 
points A et B. 

Pour le modele de Klein done, Ia fonction distance est Ia suivante : 

1 
dk(AB) = - lln(AB I CD) I 

2 
(1) 

alors que le modele de Poincare donne Ia relation suivante 

dp(AB) =lln(AB I CD) I (2) 

otl d( AB) represente Ia distance hyperbolique, selon.. le modele de Klein ou Poincare 4 , et les 
points c et D sont les points a. l 'infini de Ia droite AB, c'est-a-dire !'intersection entre Ia droite 
du modele utilise et Ia frontiere du disque du modele 5 . II est important de noter que nous pou­
vons echanger les points C et D entre eux sans changer Ia valeur de d(AB) grace a Ia valeur 
absolue. 

2.3 Fonctions et geometrie analytique 

Ma.intena.nt que nous avons defini le pla.n hyperbolique et les representa.tions que nous al­
lons utiliser, definissons nos objets d 'etude. Nous voulons representer des fonctions dans le plan 
hyperbolique. Pour cela, il nous faut un systeme de com·donnees. Mais puisque les rectangles 
n 'existent pas, le syst8me ca.rtesien do it etre a.ttentivement defini. 

FIGURE 7- Notons bien que les courbes 
representees ne sont pas des droites, 
mais bien des courbes dont l'abscisse ou 
l'ordonnee est Ia meme. Chaque courbe 
est espacee de 0,5 unite. 

Soit un point quelconque du plan hyperbolique, 
ses coorclonnees ( x, y) representent Ia plus courte dis­
tance algebrique de ce point respectivement a ]'axe 
des ordonnees et !'axe des abscisses, c'est-a-dire Ia lon­
gueur clu segment reliant le point a ]'axe et perpencli­
culaire a !'axe. Nous disons distance « algebrique » , 

car si le point est du cote nega.tif de l'axe, un signe 
«-» sera attribuee a Ia distance. Grace a ce systeme, 
toutes les paires de com·donnees correspondent a un 
point, et tout point peut etre traduit en com·donnees. 

Nous sommes maintenant prets a observer quelques 
fonctions, mais tout d'abord, faisons quelques simpli­
fications qui ne restreignent pas notre probleme, mais 
qui simplifient grandement nos calculs. 

(A) Le rayon de courbure de notre plan sera constant, et nos unites de longueur seront egales a 
ce rayon de courbure. En effet , bien qu'il n'existe aucune mesure intrinseque de longueur en 

4. Nous attribuerons systematiquement l'indice k aux variables relatives au modele de Klein, et l'indice 
P aux variables relatives au modele de Poincare. 

5. Nous renvoyons le lecteur a l'ouvra.ge de Nik6:'Fai Efimov, Geometrie superieure, rvioscou, Mir, 1981, p. 
514-517, pour !a preuve de ces lois. 



geometrie euclidienne, c'est le cas en geometrie hyperbolique et elliptique 6 . Cette mesure 
est donnee par ce que l'on appelle le rayon de courbure. Le choix de l 'unite de mesure ne 
changeant pas les objets que nous etudions, mais simplement les ordres de grandeur de 
ces objets, nous pouvons choisir cette unite simplificatrice. 

(B) Nous representerons les clisques de Klein et Poincare clans le plan cartesien comme un 
clisque de rayon 1, clont le centre est a l'origine du plan cartesien. Nous positionnerons aussi 
nos axes hyperboliques sur les au'{es cartesiens, encore une fois dans le but de simplifier les 
calculs. Puisque nous clefinissons notre plan cartesien ainsi, ces simplifications ne changent 
toujours pas les objets ni les mesures que nous etuclions. 

Voici quelques fonctions, selon la representation de Klein et de Poincare. 

FIGURE 8 - Differentes fonctions representees clans les clisques de Klein et de Poincare. 

G. En gemm)trie enclidicnne, il existc cependant nne unite de mesure intrinseqne pour les angles, le radian. 
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2.4 Aires en geometrie hyperbolique 

Cctte derniere sous-section a. pour but de definir le ca.lcul de l 'a.ire en g6ometrie a.na.ly-
tique. 

Comrne nous l'avons dit, la somme des angles d'un polygone sera toujours inh~rieure a 
celle d'un polygone ayant le meme nombre de cotes en geometrie eucliclienne, soit 1r x (n- 2), ou 
n est le nombre de cotes du polygone. Or, la difference entre la somme des angles du polygone 
et cette valeur rnaxirnale est appelee le deficit. Il equivaut exacternent a l'aire du polygone, en 
autant que nous utilisons l'unite de mesure appropriee, ce que nous ferons dans notre demarche 
en prenant le rayon de courbure comme unite de mesure. 7 

3 Point de depart de notre methode : , 
Etablissement d 'une relation entre les coordonnees hy-
perboliques et euclidiennes 

3.1 Explication de la demarche 

Nous voila prets a commencer cette resolution . Pour trouver l'aire SOliS une fonction 
quelconque, nous allons proceder comrne suit. 

1. Nous devons tra.duire la. fonction par des coordonnees ca.rtesiennes, selon le modele de 
Klein. 

2. Grace a ce n§sultat, nous pourrons traduire la fonction en coordonnees cartesiennes selon 
le modele de Poincare. 

3. Par la suite, nous traiterons notre fonction cornme un polygone, dont le nombre de cotes 
tendra vers l 'infini 

4. Nous devrons alors determiner une fa<;on pour trouver la droite reliant deux points quel­
conques dans le modele de Poincare. 

5. Une fois ces droites trouvees, nous pourrons trouver l'angle a chaque sornmet du polygone. 

6. Finalernent, nous pourrons faire la sornmation de ces valeurs, trouver le deficit, et ainsi 
determiner l'aire recherchee. 

7. Une fois le probleme resolu, nous discuterons des limites de ces resultats. 

3.2 Traduction de la fonction vers sa representation graphique dans 
le disque de Klein 

Nous cherchons a trouver, pour chaque point P(x, y), les coordonnees du modele de Klein 
pour ce point, que nous nommons Pk(xk , Yk). 

7. Nons ne ferons pas Ia preuve de ce thcoreme ici , car elle n'cst pas pertinente a notre methode. Nous 
rcnvoyons le lecteur a. l'ouvrage de Nikola:i Efimov, Geometr·ic supe·ricurc, lvloscou, lVIir, 1981, p. 156-159 
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FIGURE 9 - Chaque point peut etre represente par deux coordonnees, et chaque paire de coer­
donnees correspondent a un point unique et different du plan. 

Chaque point P(x, y) de la fonction peut etre represente comme le sommet de l'angle 
aigu d 'un quadrilatere de Lambert. La valeur de l'abscisse est alors la longueur du plus long 
cote horizontal du quadrilatere, et la valeur de l'ordonnee est la valeur du plus long cote vertical 
du quadrilatere. Le sommet oppose au point etudie est l'origine du plan, et les cotes les plus 
courts representent les axes des abscisses et des ordonnees. 

Dans le modele de Klein, ce quadrilatere apparaft comme un rectangle dont un sommet 
est au centre du disque, deux cotes sont sur les axes et le sommet de l'angle aigu est donne par 
le point Pk. Nous savons que ce rectangle est en realite un quadrilatere de Lambert, car trois 
de ses angles sont situes sur les axes. Or, comme nous le savons, une droite perpendiculaire a 
un diametre du disque dans le plan cartesien l'est en rea1ite dans le plan hyperbolique. Puisque 
nons avons maintenant un rectangle, les coordonnees cartesiennes du point Pk sont donnees par 
la longueur des cotes les plus longs du quadrilatere de Lambert. 

Malheureusement, pour determiner ces longueurs, il nons faut connaftre les points d'in­
tersection des droites avec la frontiere du disque, ce qui engendrerait des calculs plus complexes. 
Pour contourner ce probleme, nous calculerons plutot la longueur des cotes du rectangle qui 
sont sur les axes. Comme nons connaissons les coordonnees des points d 'intersections des a..'Ces 
avec la frontiere du disque, et comme la longueur euclidienne des cotes opposes d 'un rectangle 
est egale, ce probleme est alors regle. 

La relation entre les cotes des quadrilateres de Lambert est la suivante : soit a et b, la 
longueur des cotes de l'angle aigu, et c, la longueur du cote oppose a a, alors nons pouvons 
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etablir la relation 
sinh a = sinh c cosh b 

Oll sinh est la fonction sinus hyperbolique et cosh, le eosin us hyperbolique 8 . No us utiliserons 
aussi !'argument du sinus hyperbolique, traduit par argsh. 

Remplagons maintenant a par x et b par y, soit 
les coordonnees du point P. La valeur c represente 
la distance hyperbolique entre 1 'origine et la projec­
tion du point P sur l'axe des abscisses. Nous notons le 
point qui est cette projection X 0 et la valeur de cette 
distance x 0 . Nous avons done 

d'otl 

sinh x = sinh x 0 cosh y 

sinhx 
Xo = argsh(--

1 
-) 

cos 1 y 
(3) 

Si nous changeons x pour y et vice versa, alors 
c represente la distance hyperbolique entre l'origine et 
la projection du point P sur l'axe des ordonnees, que 
nous notons y0 . Nous notons le resultat de la projec­
tion Y0 . Nous obtenons la seconde equation 

h( 
sinh y) 

Yo= args --­
coshx 

(4) 

c 

FIGURE 10 - Un quadrilatere de Lam­
bert. 

~-Pk 

FIGURE 11- Nous utilisons la meme re-
Nous pouvons maintenant determiner , grace a lation pour les com·donnees des points. 

1 'equation ( 1)' la longueur eucliclienne clans le modele 
de Klein du segment entre l'origine et X 0 ou Y0 , ce qui nous donnera par la meme occasion 
les com·clonnees cartesiennes clu modele de Klein clu point P . Cependant, nous voulons pouvoir 
obtenir une valeur positive ou negative, selon le cas . Nous oterons clone la valeur absolue de 
!'equation (1). 

Nous ferons le developpement complet pour X 0 , sachant qu'il suffit cl 'echanger x et y 
pour obtenir le developpement de Y0 . Nous appelons l'origine du plan 0 et les points a l'infini 
de l 'axe A et B. Afin d'obtenir le bon signe, nous garclerons la convention que A est du cote 
posi tif de 1 'axe, et B, d u cote negatif. Le raisonnement inverse serai t tout aussi bon, mais il 
fauclrait alors ajuster avec un signe «-». 

xo = pn(OXo / AB) 

Xo 

Xo = .! ln OAxXQB 
2 OB xXoA 

8. Une preuve de cette relation peut etre trouvee dans Greenberg, Marvin Jay. Euclidean and Non­
euclidean Geometries, New York, Vv. H. Freeman, 2008, p. 500-501. 
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Puisque nous avons choisi un rayon de 1 pour le disque de notre modele, OA OB = 1. 
Rappelons aussi qu'alors que x 0 repn§sente la distance hyperbolique entre l'origine et X 0 , Ia 
distance euclidienne correspond a l'abscisse du point, soit xk, comme nous l'avons defini au 
debut de la section. Le birapport s'etablissant entre les distances euclidiennes, nous utilisons 
cette derniere mesure. Done X 0A = OA- X 00 = 1- Xk et X 0B = OB + X 00 = 1 + Xk · Ce 
qui nous donne 

1 1 + Xk 
xo = -ln---

2 1- Xk 

Puisque le point X 0 est compris dans le disque 
de rayon 1, sa distance a 1 'origine sera necessairement 
inferieure a 1. Done, Ia fraction a l 'interieur du loga­
rithme ne sera jamais negative , car aucun des termes 
ne peut etre negatif. Il n'y a ainsi aucune restriction 
quant aux valeurs de Xk· !solons maintenant Ia variable 
Xk· 

B~-~,.--0~.--~71--~A 

Xo 

2xo = 

lJn l+xk 
2 1-Xk 

ln l+xk 
1-xk 

FIGURE 12 - Nous connaissons facile­
ment les longueurs dont nous avons be­
soin. 

e2xo 1+xk 
1-xk 

e2xo _ Xke2xo 1 + Xk 

e2xo - 1 = Xk(e2xo + 1) 

Xk = e2"o -1 
e2xo +1 

Nous remplaQons finalement Ia valeur de x 0 par celle trouvee dans ]'equation (1). 

2argsh sinh" e cosh y - 1 
Xk = 2argsh sinh x e coshy + 1 

Nous trouvons !'equation pour les ordonnees en remplac;ant x par y et vice versa. 

2argsh sinh'' 1 e COS h X -

Yk = ----:.--:~---
2arg·sh sin l '1 1 e cos h:r + 

(5) 

(6) 

La valeur de nos reponses decoule entierement des equations (1) et (3). Il nous faut 
cependant nous assurer que le signe de cette valeur est le bon. Rappelons les egalites suivantes : 

sinh(-t) = -sinh(t) 
argsh( -t) = -argsh(t) 

cosh( -t) = cosh(t) 
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Done, la fraction ~~~~~ respectera le signe de x, celui de y etant annule par le cosinus hyper­
bolique. Ce signe sera transmis par la fonction de !'argument du sinus hyperbolique, puis par 
la multiplication par 2. Par la suite, l'exponentielle au numerateur comme au clenominateur 
prendront une valeur superieure a 1 si !'argument a un signe positif, et entre 0 et 1 si !'argument 
a un signe negatif, avec eviclemment la valeur de 1 lorsque !'argument vaut 0. Or, cela fait que le 
denominateur sera toujours positif, car on ajoute 1 a une fonction dont I 'image reelle est stricte­
ment positive. Par contre, le numerateur aura le meme signe que !'argument de l 'exponentielle, 
car si celle-ci est inferieure a 1, elle renverra une valeur negative lorsqu'on lui soustraira 1. II en 
va evidemment de meme pour les valeurs d'ordonnees. 

Ces deux dernieres equations nous permettent done de determiner les com·donnees (xk, Yk) 
d'un point P de coordonnees reelles (x, y) represente dans le clisque de Klein, et par le fait rnerne 
de traduire n'importe quelle courbe connue sous forme parametrique clans un plan hyperbolique 
vers le modele de Klein. 

x(t) = t x cos(t) 
y(t) = t x sin(t) y = sin(4x) 

! ((-')\l//0~~\(' 0 

~ ~ ~ \\ ': •>c~ ~):---, '-------!-__/~, ) 

FIGURE 13- Les memes fonctions qu'a la section precedente, avec leurs equations respectives. 
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3.3 Traduction de la representation du disque de Klein vers le disque 
de Poincare 

Nous voulons maintenant traduire les coordonnees du point P que nous connaissons dans 
le modele de Klein vers le disque de Poincare. 

Pour ce faire, nous allons considerer la distance a l'ori­
gine de ce point et la droite OPk. En effet ; puisque l:origine et 
les droites passant par ce point sont inchanges lors du passage 
du disque de Klein vers le disque de Poincare, nous savons que 
le point que nous cherchons sera sur la meme droite OPk. Ilne 
nous reste plus qu'a determiner la distance euclidienne que ce 
point doit avoir de l'origine. 

Examinons les equations (1) et (2) ensemble. Le terme 
de gauche represente la distance hyperbolique du point p a 
l'origin0. Pour trouver !a traduction dr,s coordonnees du modele 
de Klein a celui de Poincare, nous devrons trouver !a valeur de 
!a distance euclidienne du point P11 dans le modele de Poincare 
en fonction de !a distance euclidienne du modele de Klein pour 
que la distance hyperbolique soit la meme. Nous utiliserons 
comme notation l11 et lk pour designer respectivement !a dis­
tance euclidienne entre le point P et l'origine dans les modeles 
de Poincare et de Klein. 

clk(OPk) = clp(OP11 ) 

FIGURE 14 - Un point se 
rapproche de l'origine sur son 
diametre lorsqu'il passe du 
disque de Klein a celui de Poin­
care. 

~ lln(Oh I AB) l=lln(OP71 I AB) I 

A et B representant toujours les points a l'infini de !a droite sur laquelle nous faisons le birapport, 
soit la droite OPi· Afin de pouvoir oter !a valeur absolue, nous choisissons A comme etant le 
point du meme cote de l'origine que le point P, dans les deux modeles, et B, le point oppose. 

~ In OA x F;J3 = In OA x p;;B 
2 0 B X PkA 0 B X P]JA 

Pour les memes raisons que precedernment, puisque la droite OP passe par l'origine, 
nous savons que 

OA = OB = 1 
PiA= 1 -li 
PiE= 1 + li 
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Ce qui nous donne 

lin Hl,, 
2 l-lk l l+lp 

n 1-lp 

..;1 + zk - zp..;1 + zk ~+lp..jl-lk 

Pour finir : 

FIGURE 15 - On peut 
etablir un rapport simple 
entre les distances a l'ori­
gine et les com·donnees. 

v'l+Ik-~ 
JHlk+Jl-lk 

v'l+Ik -~ X JI+Ik-~ 
Jl+lk+Jl-lk J1+lk-J1-lk 

(l+lk)+(l-lk)-2..j(l+lk)(l-lk) 
(l+lk)-(1-lk) 

2-2fi=II 
2lk 

(7) 

Nous connaissons maintenant le rapport entre la distance 
euclidienne de l'origine du point Pk et PP. Puisque le segment OPi 
apparait cornme une ligne droite dans les deux modeles, il peut 
etre vu comme !'hypotenuse cl 'un triangle dont les cathetes sont 
les com·donnees euclidiennes. Les triangles etant semblables, car 
la clroite OPi ne se transforme pas d'un modele a l'autre, et done.: 
forme toujours le meme angle avec les axes, nous pouvons affi.rmer 
que ce rapport est maintenu entre les cathetes. Nous pouvons done 
etablir les rapports suivants 
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Nous retenons les equations 

que nous developpons pour isoler Xp et y71 : 

xk(l-Jl-x~-vV 
xi+Y~ 

!.E. 
lk X Yk 

yk(l-yl-LI) 

li 

xk(1- j1- x% - v%) 
X - --~--~--~~~~ 

p- X~+ y~ 

Yk ( 1 - y'r::-1---x ... ,%". ---y"~) 
y = 

P X~+ y~ 

(8) 

(9) 

Nous avons dorenavant nos equations pour transformer une fonction de l'espace hyper­
bolique au modele de Klein, puis au modele de Poincare. Nous pouvons clone traiter nos courbes 
clans le modele de que no us voulons, et changer cl 'un modele a 1 'autre , ce qui sera tres utile clans 
la suite de notre demarche. 

4 Suite de la demarche : 
D'une courbe a un polygone 

Pour la suite de ce travail, nous devrons considerer la region dont nous voulons trouver 
l'aire comme un polygone. La courbe sera done etucliee comme une ligne brisee, formee d'un 
nombre infiniment grand de cotes infinithimaux. A. partir de cette vision de notre courbe, nous 
devrons trouver la valeur de chaque angle de notre polygone afin de determiner ultimement son 
deficit, qui nous clonnera l'aire de celui-ci. 

4.1 Relier deux points dans l'espace 

Pour determiner la valeur d'un angle, il est beaucoup plus commode cl'utiliser le modele 
de Poincare, puisque celui-ci est confonne. Et pour connaitre l'angle du modele, il suffit de 
determiner la pente des droites tangentes aux arcs de cercles representant les droites hyperbo­
liques. Cependant, pour determiner !'equation euclidienne de la representation d'une droite hy­
perbolique, le modele de Klein est alors de loin plus facile a utiliser. Nous allons done determiner 
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FIGURE 16- On considere la courbe comme une ligne briser et on cherche l'aire du polygone. 

la droite du modele de Poincare a partir de celle du modele de Klein . Cependant, comme ce qui 
nous interesse reellement est la pente de la droite euclidienne tangente a l 'arc eucliclien, no us 
n'avons pas a determiner l'equation de l'arc lui-meme; il suffit de trouver son centre. 

FIGURE 17 - Nous devons relier les 
points PI et P2 . 

Commengons par poser nos variables. Nous von­
Ions trouver la droite partant du point PI de coor­
donnees euclidiennes (x i, YI) dans le modele de Klein, 
et all ant vers le point P2 , dont les com·donnees eu­
clidiennes dans le modele de Klein sont ( x2 , y2 ) . Les 
points equivalents dans le disque de Poincare seront 
notes P{ et P~. Nous cherchons ultimement la pente 
de la droite euclidienne tangente au point PI, et non 
P2 . Entre temps, nous aurons besoin du centre de l 'arc 
eudidien du modele de Poinca.re. Nous le noterons 
0' . 

Decrivons notre droite par ses equations pa­
rametriques. 

X= XI+ k(xi - X2) 

Y = YI + k(yi - Y2) 

Oll k est reel. 

Puisque le cercle de centre 0' intersecte le cercle de centre 0 aux memes points que la 
droite PIP2, les deux points d'intersection- appelons-les I et J- sont a egale distance autant du 
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centre 0 que du centre 0'. Nous pouvons done dire que le quadrilatere 010' Jest un rhomboi"de. 
Par consequent, ses diagonales, soit les droites 00' et P1P2 , sont perpendiculaires. Comme nous 
connaissons la pente de la droite P1P2 , nous pouvons done maintenant connaltre la pente de 
la droite 00', qui est l'opposee de !'inverse de la pente precedente. Cette droite passant par 
l'origine, nous pouvons determiner completement !'equation de la droite 00' : 

X= t(yl- Y2) 

y = -t(x1 - x2) 

ou t est reel. 

I1 ne nous manque que les coordonrH~es 
du point 0' . Appelons j\if le point d 'inter­
section des deux diagonales. Il est possible 
de detenniner une relation entre la distance 
Oj\if et 00'. 

Soit les triangles 010' et OlVI I . 
Puisque I J et 00' sont perpencliculaires, 
L.O j\if I est droit. Il en est de meme pour 
L.OIO', puisque l'arc I Jest orthogonale au 
cercle de centre 0. Done, les tangentes sont 
perpendiculaires entre elles , et les rayons 
des cercles de centre 0 et 0' de meme. Fi­
nalement, les deux triangles partagent le 
meme L_j\ifOI. Ces deux triangles sont clone 
semblables et nous pouvons done etablir 
!'equation 

OJ 00' 
ON! OJ 

Or, nous savons que OJ = 1. Nous avons 
clone la relation 

1 - . 
==00' 
OlVI 

( 10) 

FIGURE 18 - Les points 010' J forment un 
rhornboi"de, ou cerf-volant. 

FIGURE 19- Les triangles OIO' et OlVII sont sem­
blables. 

Nous pouvons trouver les coorclonnees clu point j\if grace aux equations parametriques 
des deux diagonales clu rhomboi"cle. 

x = x1 + k(x1 - x2) = t(yi - Y2) => t = 

Y = Y1 + k(yi - Y2) = -t(x1 - x2) => t = 
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Xi +k(Xl-X2) 

Yl-Y2 

Yi +k(Yl -y2) 
Xi-X2 



En x, nous obtenons 

En y, eel a donne 

X! +k(X!-X2) 
YI-Y2 

----'!'.!._ + k(x1-x2) 
Yl-Y2 Yl-Y2 

k (xl-X2) 2+(yl-Y2) 2 

(x1-x2)(y1-Y2) 

k 

XI ((xi-X2)2+(Yl-Y2) 2) 
(x1-X2) 2+(Yl -Y2)2 

Yl +k(YI-Y2) 
X!-X2 

Xl (XI -X2)+Yl (YI-Y2) 
(xl-x2)(Yl -Y2) 

Xl (xl-X2)+Yl (YJ-Y2) 
(x1-X2)2+(YI-Y2)2 

(xl (x!-X2)+YI (YJ-Y2))(xi-X2) 
(xl-X2)2+(YI-Y2) 2 

:q (X!-X2)2+:q (yl-Y2J2-XJ (xl-X2)2-YJ (YJ-Y2)(X!-X2) 
(xl-X2)2+(YI-Y2)2 

(yl -Y2)(XJ (YI-Y2)-YJ (x!-X2)) 
(x1-X2) 2+(yl-Y2)2 

Yl ((x!-X2f+(YI-Y2) 2) 
(xl-X2)2+(Yl-Y2) 2 

(XJ (xJ-X2)+YI (yi-Y2))(YJ-Y2) 
(xi-X2)2+(yl-Y2) 2 

Yl (xJ-X2) 2+YJ(Y!-Y2) 2-XJ (xl-X2)(YJ-Y2)-YI (Yl-Y2) 2 

(x1 -x2)2+(Y1 -Y2)2 

-(X! - X2)(xi(YJ -Y2)-Yl (X1-X2)) 
(x1-X2) 2+(YJ-Y2) 2 
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Encore une fois, nous pouvons etablir un rapport de proportions entre la distance de 
l'origine a j\1] et de l'origine a 0' d 'une part et leurs coordonnees respectives d'autre part : 
0 j\!f X tv! Y1VJ · ' 
= = - = -. Or. nous conna1ssons ce rapport. donne par !'equation (10) . Il est de 
00' Xo' YO' ' ' 
(OJ\!1) 2

. Nous pouvons done trouver les coordonnees de 0' . 

FIGURE 20 - Les coor­
donnees de 0' et J..!] sont 
reliees par des proportions 
simples. 

D'une part, 

D'autre part, 

(0JVJ)2 = Xtvf 

xo' 
XM 

XO' = ( 0 J\!J)2 
X!VJ 

xo' = 2 2 
xM+YM 

(Oj\1])2 = YM 
YO' 

YN! 

Yo'= (OJVJ)2 
YA,f 

Afin de garder une certaine lisibilite, developpons tout d'abord le denominateur, qui est 
le meme dans les deLL'<: CaS. 

2 2 ((1 _ 1 )xi(YI-Y2)-yJ(:q-x2))2 + (-(x _X )xi(YI-Y2)-YJ(xi-x2))2 
X M + Y M = Y1 Y2 (x 1-x2)2+(YI-Y2)2 1 2 (x 1-x2)2+(YI-Y2)2 

(xJ(yl -Y2)-YI (XJ-X2))2 

(x!-X2)2+(yi-Y2)2 

Reprenons les equations precedentes : 

YO' 

Yo' 
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Maintenant que nous connaissons les coordonnees du point 0', no us pouvons determiner la pente 
de la droite euclidienne reliant 0' a P{ , puis determiner la pente de la tangente euclidienne a la 
droite hyperbolique reliant P{ a P~, carla tangente d'un cercle est perpendiculaire a son rayon. 
Nous designerons la pente de la tangente par p, et celle du rayon par P.l.· Nous nous servirons 
des equations (8) et (9) afin de determiner les com·donnees de P{ . 

_ (YI-Y2)(xr+yiJ(l+Jr- xr-y?)-xi (xi (yi-Y2)-yi(xi-x2))( xi+Yil 

p - - -(xi-x2)(xj!+yr)(I+.jr-xj!-yi)-yi (xi (yi-Y2)-YI (xi - x 2))(xr+Yr) 

p= 
(YI -y2)(l+.jl-XI-Yf)-XI (xi (yi-Y2)-YI (xi-X2)) 

-(XI-X2)(l+Jl-:z:i-Yf)-yi(XI(YJ-Y2)-YJ(XI- .'t2)) 

Ce qui nous donne !'equation 

4.2 Determiner l'angle a un sommet 

(11) 

Nous devrons determiner la valeur de la pente de deux droites pour chaque sommet : celle 
allant du point precedent vers le point etudie, et celle allant du point etudie vers le point suivant. 

Pour connaitre l'angle entre les deux droites, nous utiliserons la fonction arctangente, qui 
renvoie l'angle que fait la droite avec l'axe des abscisses lorsque l'on entre la pente de la droite 
comme argument. 11 suffit done de soustraire les deux angles donnes pour obtenir ]'angle entre les 
deux. Cependant, il faut fain~ attention a l'intervaJle que nous voulons avoir. En effet, ]'angle que 
nous voulons obtenir doit etre l'angle a l'interieur du polygone, et non celui a l'exterieur. Il se­
rait aussi aberrant d 'obtenir un angle negatif, car nous voulons mesurer des angles geometriques. 

Considerons done un angle quelconque du polygone, L..PAPsPc, les trois points ayant une 
abscisse croissante. Nous calculons deux valeurs de pente : PAB et PEG· 11 faut ajuster l'angle 
donne par l'arctangente de la premiere pente, car nous avons obtenu en fait l'angle forme par 
le prolongement de la droite et l'axe des abscisses. Il faut soustraire la valeur de rr. L'angle 
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obtenu pour la deuxieme pente est juste cependant, carle segment est du bon cote de l'axe des 
ordonnees. Nous pouvons maintenant soustraire le second angle du premier pour obtenir l'angle 
interieur du polygone. 

La valeur de !'angle au sommet P8 est done 

' . -., J~--
/ . 

I 
I 

I 

L.Ps = arctanpsc- (arctanpAB- 11) (12) 

FIGURE 21 - Nous pouvons determiner ]'angle d 'un sommet grace a l'arctangente des pentes. 

4.3 Boucler la boucle 

Il faut finalement tenir compte de deux exceptions a !'equation (12) : les deux cas ou il 
n'y a pas de point precedent ou de suivant, soit les points aux extrhnites de notre intervalle 
de fonction. Il suffit de prendre comme point precedent ou suivant les points ou les droites 
verticales croisent l'axe des abscisses pour fermer le polygone. Ces points ont comme ordonnee 
Ia valeur de 0, evidemment, et comme abscisse, Ia meme valeur que l'extremite de Ia courbe, 
dans la representation de Klein. C'est encore une fois du au fait que dans cette representation, 
les quadrilateres de Lambert qui permettent de dieter les coordonnees sont des rectangles. 

Nous pouvons calculer tout de suite la pente de la tangente. Soit l'une des extremite 
de l'intervalle de la fonction dont nous voulons connaitre l'aire sous la courbe a.yant comme 
coordonnees Ek(xk, Yk) dans la representation de Klein. La projection de Ek sur l 'a..'Ce des abs­
cisses aura comme coorclonnees E~(xk, 0). Nous utilisons maintenant !'equation (11), ce qui nous 
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donne 

1 - x% + J 1 - x% - y~ 
p= 

XkYk 
(13) 

Nous ne pouvons cependant utiliser cette pente comme precedemment . II faut faire at­
tention, car contrairement aux sommets de la fonction, il se peut que la pente tende vers l'infini, 
si le point est situe sur l'un des deux axes, ou meme qu 'elle necessite l'ajout ou la soustraction 
de 1r lorsque l'on utilise la fonction arctangente. Il en est ainsi parce que si l'on considere que 
les cotes sont orientes, c'est-a-dire qu'ils sont comme des vecteurs ala chaine l'un de l'autre, 
les vecteurs des droites verticales, contrairement aux autres, penvent avoir nne orientation qui 
n 'est pas comprise a l 'interieur de l 'intervalle ] - ~, ~ [. Si la pente tend vers l 'infini, alors no us 
pouvons considerer son angle comme ~ ou -

2
r. . D'antre part, si le point Ek est sur l'axe des abs­

cisses, nons ponvons considerer qu'il y a une ligne infinitesimale qui relie Ek a E£, de sorte que 
l'angle provenant de E~ est ~- Pour ces ajustements, il est uecessa.ire de discriminer differcntes 
possi bili tes au moment de calculer l 'aire so us la com· be. 

5 Aboutissement de la demarche 
Calculer l'aire sous la courbe 

Nons avons maintenant taus les outils necessaires pour determiner l'aire de notre po­
lygone. Nous savons cleterrniner l'a.ngle forme par un somrnet quelconque cle rnerne qu'aux 
extrernites, et no us savons que l'aire d 'un polygone peut etre calculee a partir de ses angles 
seulernent. 

Nous voulons determiner l'aire sous la courbe cl 'une fonction quelconque j(x) pour un 
intervalle [a, b]. Les sommets cln polygone seront repartis sur la courbe comme suit : nous 
decouperons l'intervalle b- a de la courbe en un nombre n de segments. Chaqne sommet sera 
done ala position a+ i x b-a, avec i variant de 1 an- 1, car nous excluons les extremites. 

n 

Nous calculous la somme des angles a chaque somrnet, puis nous y additionnons les angles 
des deux sommets aux extremites de la courbe, et deux fois ~, qui correspondent aux angles 
entre les droites verticales et l'axe des abscisses. Nous soustrayons cette somme ala valeur maxi­
male des angles d'un polygone ayant le meme nombre de cotes pour determiner l'aire, comme 
expliquer a la section 2.4. lei, notre polygone aura exactement n + 3 cotes, soit les n cotes qui 
forment !'approximation de la courbe, l'axe des abscisses et les deux droites verticales. Done, 
l'aire maximale de ce polygone, selon la section 2.4, est de 1r x (n + 1) . En y soustrayant la 
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somme des angles que nous avons trouve, nous pouvons done finalement connaitre l'aire sous la 
courbe. 

FIGURE 22- Nous pouvons maintenant calculer l'aire du polygone donne par la fonction. 

Nous avons done 

n-1 

AiTe = lim (21f + 1r( n - 1) - L (angle du sam met i) - 1f - somme des angles aux extremites) 
n-too 

i =l 
n-1 

= lim (1r + L(1f- angle du sommet i)- somme des angles aux extremites) 
n-too 

i=l 

Nous savons comment trouver chacun des angles avec les formules (5), (6), (11), (12) 
et (13). Cependant, afin de simplifier l'ecriture, il vaut mieux prendre les formules (5) et (6) 
et en faire des fonctions. Ainsi, nous n'aurons pas a remplacer les nombreuses occurrences 
des termes Xk et Yk par les fractions des equations (5) et (6). Nous pouvons done definir deux 
nouvelles fonctions, kx(i) et ky(i), qui representeront les abscisses et les ordonnees d'une fonction 
quelconque f(t) dans le disque de Klein. 

2argsh~ e cosh J(t) - 1 
kx ( i) = -2a-rg-sl-l - s,..-,ini,-!L--

e cosh J(t) + 1 
(14) 

2 I sinh f(t) e args 1 COSi1t - 1 
k (t)=-----y 2 h si nh f(t) e args COSi1t + 1 

(15) 

N ous faisons de meme pour la pente de la tangente. Celle-ci prend deux valeurs com me 
argument : le point oil passe la tangente et l'autre point m\ passe la clroite hyperbolique. 

(16) 
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Done, pour une fonction j(t) definie dans un plan hyperbolique, l 'aire sous l'intervalle 
[a, b] de cette fonction vaut 

n-
1 b-a b-a b-a b-a lim (2.::)-rr- (arctan(p(a + i--, a+ (i + 1)--))- (arctan(p(a + i--, a+ (i- 1)--))- 1r))) 

n ---+oo n n n n 
i=1 

( ( ( 
b- a)) ( ( 1- (kx(a))

2 + J1- (k, (a))2- (ky(a)) 2
) )) 

+1r - arctan p a, a + -- - arctan ( ) ( ) - 1r 
n kx a ky a 

( t ( 1- (kx(b))
2 + J1- (kx (b))2- (ky(b))2) ( t ( (b b b- a)) ))) - arc an - arc an p , - -- - 7f 

kx(b)ky(b) n 

On peut simplifier quelques occurrences de 1r, ce qui nous donne 

n.-
1 b- a b- a b- a b- a lim (2.:)- arctan(p(a + i --, a+ (i + 1)--)) + arctan(p(a + i --, a+ (i- 1)--))) 

n-->oo n n n n 
i=l 

. ( ( b- a)) ( 1- (k3,(a)) 2 + J1- (k3,(a)) 2
- (ky(a))2) 

-7f- mctan p a, a+-- +arctan ( ) ( ) 
n k, a ky a 

. t ( 1- (k3,(b)? + J1- (k3,(b))2 - (ky(b))2) + t ( (b b b- a))) 
-ate an kx(b)ky(b) arc an p , - -n-

N'oublions pas que nous devons possiblement ajuster cette equation en additionnant ou 
soustrayant 1r, selon la configuration des droites verticales. Sinon, cette equation est celle que 
nous cherchions. Grace a elle, nous pouvons maintenant determiner l'aire sous une fonction, 
pour n 'importe quel intervalle donne. 

~ ... 

FIGURE 23- L'aire du polygone avec un nombre infini de points tendra vers l'aire sous la courbe. 
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6 Limites de notre resultat 

Nous ne pouvons etudier toutes les courbes avec le resultat que nous avons trouve. I1 
faut en effet que la courbe en question respecte les conditions suivantes : 

1. La function representee clans le clisque cle Poincare ne cloit pas avoir une tangente qui 
paraltrait verticale . En !'occurrence, soit 1\I.I(xm , Ym) et N(xn, Yn) deux points quelconques 
de la fonction , et j\!fx(Xmp, 0) et Nx(Xnp, 0) leur projection respective sur l'axe des abscisses, 
Xm < Xn => Xmp < Xnp· 

2. La fonction doit etre continue, tout comme dans un plan euclidien, sans quoi la region 
sous la courbe ne pourra pas etre correctement definie. 

La premiere condition est presente tout simplement pour eviter que lorsque l'on utilise 
l'arctangente dans la sommation, celle-ci ne renvoie pas une erreur , comme ce serait le cas avec 
une tangente verticale. Elle empeche aussi que la fonction ne « revienne » sur elle-meme, comme 
dans les exemples ci-dessous. Ces cas seraient problematiques, car 1 'arctangente ne donnerait 
plus le bon angle. 

l '/ 

~ .. _ ----·-· 
/1 

/ 

i 
I 

I 

FIGURE 24 - La fonction y = tanx ne pourrait etre etudiee. 
· ·· y· ·~ 

\ 
,\ 

FIGURE 25 - Il en est de meme pour la fonction y = x2 . 

En dehors cle ces contraintes, notre fonnule ne peut s'appliquer qu'a cles courbes clans 
un plan hyperbolique en deux dimensions et a courbure constante. Ces limites, que nous 
nous sommes posees au depart , ont permis de simplifier beaucoup de facteur afin d'arriver 
a notre n~ponse , rnais clans la realite, rnalhemeusernent, les surfaces hyperboliques n 'ont pas 
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necessairement de courbure constante. En fait, rare sont celles qui en ont une, car un plan 
hyperbolique ne peut etre entierement contenu dans l'espace euclidien. 

7 Conclusion 

Nous avons atteint notre but, soit trouver une formule algebrique pour determiner l'aire 
sous un intervalle donne d'une courbe. Avec notre methode, nous pouvons mesurer l'aire de 
nombreux objets dans l'espace hyperbolique, en autant que nous connaissions une fonction 
imitant les contours de cet objet. Cependant, il est vrai que notre formule est assez imposante. 
Nous aurions airne en trouver une plus concise, qui aurait possiblernent elargi l'ensemble des 
fonctions que l 'on peut etudier. Nous pensons que !'utilisation des produits vectoriel et scalaire 
auraient pu remplacer }'utilisation de l'arctangente, mais cette methode a souleve plus de defis 
que de solutions pour nous. Nous restons ncanmoins convaincu du potentiel des vecteurs pour 
une amelioration de notre demarche. 
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9 Annexe 

9.1 Symboles et notations utilisees 
Symbole Utilisation 
AB Droite, arc ou objet contenant les deux points A et B 
AB Mesure du segment euclidien reliant les points A et B 

(A BIG D) Birapport AC -'- AD 
BC . BD 

d(AB) Distance hyperbolique entre les points A et B 
P(x,y) Point quelconque dans le plan d'abscisse x ct d'orrlonnce y 
P' Point du disque de Poincare equivalent a un point connu du disque de Klein 
)(a Projection du point P sur !'axe des abscisses 
Yo Projection clu point P sur I 'axe des abscisses 
0 Origine du plan 
O' Centre du cercle contenant !'arc du modele de Poincare 
XQ Distance entre 0 et Xo 
Yo Distance entre 0 et Yo 
J,J Points a l'infini 
«hyperbolique» ou « reel » lV!esure ou objet mathematique dans le plan hyperbolique 
«euclidien» Representation de Ia mesure ou de !'objet mathematique dans le plan euclidien 

k Relatif au modele de Klein dans le plan euclidien 
p Relatif au modele de Poincare dans le plan euclidien 

lxl Valeur absolue de x 
In logarithme neperien 
si nh sinus hyperbolique 
cosh cosinus hyperbolique 
argsh argument du sinus hyperbolique 
arctan arctangente 
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